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Introduktion
oe

Vad &r ickestandardanalys?

@ Den klassiska analysens grundlaggande objekt att studera ar
de reella talen, R.

o | ickestandardanalysen anvands en utvidgning av de reella

talen, de hyperreella talen R*.

Overforingsprincipen siger att de egenskaper som giller om

de reella talen ocksa galler for de hyperreella talen.

De hyperreella talen innehaller bland annat:
e infinitesimaler, dvs tal € sa att 0 < e < r for varje reellt tal r.
e odndliga tal, dvs tal x sd att x > r for alla r € R.

Varje andligt hyperreellt x tal kan skrivas (unikt) som
x =r+ e dar r € R och € ar infinitesimalt.
@ Om x = r + € sé later vi st(x) = r.
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Historisk bakgrund
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Newton vs Robinson

Newton
(1669): Givet en kurva siddan att arean
z mellan x-axeln, y-axeln och kurvan ges av

Z = ax

z+oy=a(x+0)" = ax™ + amox™ 1+ ... 4 ao™
oy = amox™ 1+ .. 4 a0™
y=amx™ !4 . 4 a0m1

y =amx™ !

o ar en infinitesimal, dvs 0 < o < r for alla reella tal r > 0.
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Historisk bakgrund
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Newton vs Robinson

Infinitesimalerna anvandes till och fran under 1700- och
1800-talet.

Under 1870-talet gavs de reella talen en rigoros grund.
(Méray, Cantor, Heine, Dedekind).

Da gick det att visa att infinitesimalerna inte existerar!

Da fick den vilkanda ¢,0-definitionen av gransvarde ordentligt
fotfaste:

lim f(x)=L omm

X—X0

Ve > 030 > 0Vx(0 < |x —xo| <0 — |f(x) — L| <)
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Historisk bakgrund
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Newton vs Robinson

@ Under 1960-talet hittade Abraham Robinson en rigorés grund
for infinitesimalerna med hjalp av en
ultraproduktskonstruktion.

@ Ultraproduktskonstruktionen var starkt paverkad av Skolems
konstruktion av ickestandardmodeller till aritmetik
(1930-talet).

@ 1976 publicerade Keisler Elementary calculus, en larobok i
grundlaggande analys som utnyttjar Robinsons teori. Den ar
riktad till forstadrs studenter pd hogskolor och universitet.

@ Ickestandardanalysen ses idag av mdnga matematiker som en
ganska esoterisk foreteelse.
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Matematisk teori
[ ]

Hyperreella tal

De hyperreella R
talen R* maste, bland annat, uppfylla foljande:

@ De reella talen skall
vara en dkta delmangd av de hyperreella.

@ Det skall finnas en funktion * som tar
delmangder och funktioner pa de reella talen
till delmangder och funktioner pa de
hyperreella talen sidan att ett (forsta
ordningens) pastdende om de reella talen ar
sant omm motsvarandra “stjarnade”
pastdende om de hyperrella talen ar sant.

Ex: “For varje reellt tal x finns ett reellt tal y € [0,27] s3 att

sinx = sin(x + 27) = y.” &r sann omm “For varje hyperreellt tal x
finns ett hyperreellt tal y € [0, 27]* s att

sin® x = sin*(x +* 27) = y.” &r sann.
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Matematisk teori
@®00000

Ultraprodukter

e Lit N={0,1,2,...} vara méngden av naturliga tal.
°

[[R={f: N>R}
ar mangden av alla oandligtdimensionella vektorer av reella
tal.
Exempel:
e f(n) =57 € [[R, (57,57,57,...)
e f(n)=n?>cJ[R, (0,1,4,9,...)
o f(n) =7 €lIR (1,3,3--)
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Matematisk teori
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Ultraprodukter

e Ett (dndligt additivt tvdvart) matt pa N &r en funktion
m : P(N) — {0, 1}, dvs en funktion som tar en delmangd av
N och ger 0 eller 1.

@ Man skall tinka sig ett matt som att det valjer ut de “stora”
delmangderna av N, namligen de A C N sddana att

m(A) = 1.
o Ytterligare egenskaper hos matt ger oss att:
e m(N)=1

e m(B)=1om AC B och m(A) =1.
e m(A)=1omm m(N\ A) =0.

@ Dessutom vill vi att m inte skall ha ndgon punktmassa, dvs
att m(A) = 0 om A ar andlig.

@ Existensen av ett sddant matt ar langt fran sjalvklar.
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Matematisk teori
00e000

Ultraprodukter

e Lat N={0,1,2,...} vara mingden av naturliga tal.

o [[R={f:N— R} d mingden av alla oandligtdimensionella
vektorer av reella tal.

e Ultraprodukten med avseende pa mattet m, [[, R, ar [[R
men dar vi sdger att tva vektorer f, g : N — R 4r lika om

m({n|f(n) = g(n)}) =1,

dvs om m tycker att méangden av n for vilket f(n) = g(n) ar
“stor” .

o Vi sdger ofta att ett pastdende giller ndstan dverallt om det
galler pd en mangd som har matt 1 (dvs som &r stor).
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Matematisk teori
[e]e]e] lele)

Ultraprodukter

Avbildningen * definieras nu som féljer:

o A¥={feR*|m({n]|f(n)e A}) =1}, dvs A* 4r mangden
av alla hyperreella tal f sddana att nastan alla komponeter
f(n) liggeri A.

@ nte komponenten i det hyperrella talet F*(f) ar F(f(n)), Dvs
F*(f)(n) = F(f(n)).

Vi kommer att beteckna hyperreella tal med x och dess nte
komponent med xj.
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Matematisk teori
[e]e]e]e] o)

Ultraprodukter

Sats

Ett (forsta ordningens) pastdendet ¢(fi,. .., fx) ar sant om de
hyperrella talen (i R*) omm

m({n| e(f(n),...,f(n)) &r sant om de reella talen}) =1

Denna sats ger oss nu dverforingsprincipen:

Sats

Ett (forsta ordningens) pastiende giller for R omm motsvarande
stjdrnade pastaende géller for R*.
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Matematisk teori
[e]e]e]e]e] )

Ultraprodukter

Lat oss ge nagra exempel pa ickereella hyperreella tal.

e f(n)= ﬁ ar en infinitesimal, eftersom { n | ﬁ <r}ar
koandlig (dess komplement &r dndligt) och m(A) =1 for alla
koandliga mangder.

@ g(n) = n ar storre an alla reella tal eftersom {n| n > r} ar
koandlig.

e h(n) (n+1

{nl g <mz} =N

TR ar en infinitesimal som dr mindre an f ty
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Pedagogiska aspekter
[ Jele]

Exempel

. . 34 As? s o e e .
Existerar lim,_,1 %j” ? Vad ar da gransvérdet?

Theorem

Lat f: R — R. limy_,,, f(x) existerar omm st(f*(xo + €)) inte
beror pa infinitesimalen €. Existerar gransvardet ar

lim f(x)=st(f*(xo + €))

X—X0

dar € ar en infinitesimal.
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Pedagogiska aspekter
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Exempel

Réakneregler for st ger oss

lim
x—1 x—1

<e3 + 7€% 4+ 12¢
=st( ——mMm—

X3 +4x2+x—6 . (L+eP+4(1+e)?+(1+€)—6
= S
(I4+¢€) -1

) = st(e? + 7e +12) = 12.
€
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Pedagogiska aspekter
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Exempel

| klassisk analys definieras (Riemann-)integralen fab f med hjilp av
gransvarde. Om

Sh(f,x) = f(a+ kx)x

sa har vi i ickestandardanalys:

Sats
Om f kontinuerlig pa [a, b] sa

b
/ F = st(SE(f, €))

fér alla infinitesimaler €.
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Pedagogiska aspekter
[ ]
Vinster

@ Komplexa begrepp (manga alternerande kvantorer) som
gransvarde och derivata blir rent algebraiska (endast
allkvantor).

@ Definitionerna av gransvarde och derivata ger oss direkta
verktyg for att rdakna ut dem.

@ Bevis och uttrdkningar blir ofta kortare och mgjligtvis enklare.

@ Min hypotes ar att manga elever/studenter redan tanker i
termer av ickestandardanalys. De formella definitionerna i

ickestandardanalys liknar mer de personliga forestallningarna
av begreppen som studenter/elever redan har.
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Pedagogiska aspekter
[ Je]
Problem

@ Matematiska begrepp trivialiseras till enkla symboliska
manipulationer.

@ Ickestandardanalysen bygger pd avancerad matematisk logik.
Standardanalys bygger “endast” pa ganska avancerad
matematik (Dedekindsnitt, supremumaxiomet, etc)

@ Det finns valdigt fa larobdcker.

Engstrém fredrik.engstrom@gmail.com Mittuniversitetet

Ickestandardanalys — ett didaktiskt knep?



Pedagogiska aspekter
oe

Problem

Fragor?
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